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Avertissement : 

- Les 3 problfemes doivent etre trades sur des fcui lies separees. 

- L’ appreciation des copies tieni compte de la rigueur ,de la clartc des 
raison nemcnts et de la presentation. 

- Encadrer vos resultats. 



AgENCE NATIOMALr GF RJoiEMINTA 


TIOH GE5 TiltCOMWLfKlEATIOMI 


Probleme I 


les deux parties som independantes et pourront etre traitees mdipendemment. 


Partie A 

Soient ,Yi, X 2 , . . . des variables aleatoires reelles. Pour chaque n e IN", la densite 
de X n est donnee par : 


fxA%) - 4 n 


shfx) fl - ch(x) ' 


■ exp 


ou sh(x) = 


et* — e _J 


et ch(x) = 


0 

+ e x 


pour x > 0 

aillenrs. 


1) Etudier la convergence en loi de Jn(ch(A‘„)) - ln(n). 

2} Etudier la convergence en probability de eh A VO 

!n(n) 

#■ V" 

3) Etudier la convergence en probability de ■ — 

ln(n) 

{Pour les trois questions, on prtcisera. In limits s‘il y a lieu.) 


Partie B 


Soit A line variable aleatoire reelle de loi gaussienne jV(0, 1). 

1) a) Montrer que la fonction caracteristique de X est : t i-> exp f j . 

1) b) En d&hiire que la fonction caracteristique d’une gaussienne <r 2 ) (oil 

fl £ 31 et a > [>) est : t exp -+- ifit j . 

2) Soient X u X 2t . . . des variables alcatoires reelles, On suppose que pour ch&que n, 
A n suit la loi gaussienne A {fi n , /7 2 ) (ou /i n € IR et < 7 n > 0}. On suppose de plus que 
X n converge en loi vers X. 


2} a) Montrer que <r n converge vers un reel posit if. 

2) b) Montrer que la suite est bomee. On pourra utiliser un argument par 
Pabsurde, en coiisiderant Ies fonctinns de repartition de X n et de X. 

2) c) En deduire que A est une variable aleatoire gaussienne. 

3) On suppose que pour tout 71 £ IX*, | ^ " | est un vecteur gaussien. On suppose 
de plus que X n et Y n convergent en probability respectivement vers X et Y. Le vecteur 
aleatoire ^ y j est-il gaussien 9 (Prouver qu’il s'agitd’un vecteur gaussien, ou dormer 
im centre example.} 


Probleme II 


Les deux parties sont independantes et pourront etre traitees indepeudeimueBt, 

Partie A 

1) Developper en serie de Fourier complexe la function periodique g dcnnee sur 
jo- 1[ jw = l - x. 

n=foc 

2) En deduire la somme de la s^rie S = JT e mnx . 

n--oo 

Partie B 

Ine fonction / : E — > E est dite a decroissance rapide si : 

(a) / est de dasse C 00 sur E, 

(b) Pour tout k € IN* et pour tout n € IN on a : Jim (1 ft*)M = o 

Soit / une fonction a decroissance rapide et T un reel strictement positif. 

n=+og 

1} Montrer quelaserie ^ nT ) converge localement et uniformement sur 
tout IR vers une fonction g de classe C\ 

2) Doiiner les coefficients de Fourier de g. La fonction g est-elle en tout point la 
somme de sa serie de Fourier 7 

3) Deduire de ce qui precede la formula dite sommatoire de Poisson, a savoir ; 

n=+QQ 

7 i im- z f (£), 

T1--05 ft ’-CO 1 

avec F designant la transform ee de Fourier de f. 

4) Application: Caiculer pour ft > 0, la somme de la serie de Fourier V' — - — 

h tf+a?' 

On rappel le que la trarisfcrmee de Fourier de la Fonction f(x) = — ! — est donnee 
if x 2 + a 2 

par -Ffx) = - e ~ : ‘ !ojr l £ i > 


Problems III 

i.es deux parties sort independantes et puurront etre traitees hide pend eminent. 

Partie A 

Soil / ; [R -¥ 1R une application trois fois continument. derivable dans un intervalle 
a, i] de IR telle que liquation : f(x) = x admet une unique solution a dans [a, (jJ, 
On suppose que ; /(a) ^ 1. 

On considers sur [a, £] , 1’ application : D[x) = - 2 f(x) + x 

Pour £ [q, £] et k > 0, on definit une suite (x^) par : 

(*) x (t+1 ) = G(*W) oil G(x) = | T ~ V'dw s ] ? 0 

x si ” 0 

1) Soit g ; ]R — ► JR l 1 application definie par ; g(h) — { Sl ^ ^ ^ 

( / (a) si h = 0 

Demontrer que, pour h ; # 0, on a : 

D(ck 4- h) - h E(h) ou E est une application a determiner, 

2) a) Montrer que* pour () < |A| < e avec e > 0 et assez petit, on a ; E{h) ^ 0. 

2} b) En deduire que. pour 0 < |h| < e avec g: > 0 et assez petit, on a : 

G( a +ft}= a + k-A«^. 

3) Demontrer que. pour xf° ! suffisamment proche de a, la suite (x^S) definie par 
(*) converge vers a et donner l’ordre de convergence. 

Partie B 

Soit- F : R* 2 -4 R J one application deux fois continument differentiable dans un 
domains V de IR^, telle que l'equatitm ; F(x) — x ad met une unique solution « 
dans V, 

Pour x® £ V, on con side re la suite (x^} definie par i x^ +1 l = F(x^l), k > Q. 

1) Demontrer que, pour x ;0J £ V et k > 0. on a: 

p*) — a — — a) + o( |x^ — Q : | a ) 

ou ./(a) est la matrice jacobienne de F au point a* 

2) On neglige* darts la formule (**), le terme o(|jx lA) - a| 2 ). 

2) a) Montrer que, pour x^ et a^ 1 ' € V et k > 0, on a: 

Pour tout A - > 1, on pose : A"* — (x'^, x^ fc+l l ) et on suppose que ' 

AX*. = X fc - Xfc_i et (AX* - AX* +i ) sont inversibles. 

2) b) Exprimer o; en fonction de x^, x^ +11 f AA"* et AX fc+l . 

2) c) Donner nn schema iteratif qui ne depend pas de rv. 


